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CAPITULO 1

(GENERALIDADES

;QUE ES TOPOLOGIA?

En la introduccion hemos partido de un anuncio hecho por
Lacan en el Seminario IX, antes de introducir los rudimentos de
esta rama de la Matematica que ha cautivado a los espiritus mas
notables, desde pensadoresy filosofos hasta artistas como Escher,
o el escritor A. ]. Deutch, autor de aquel célebre cuento de cien-
cia ficcién mas tarde convertido en pelicula argentina: A subway
named Moebius.

Dijimos, informalmente, que se trata de una geometria débil,
no métrica, y que algunos autores la han denominado -sin mu-
cho rigor- “geometria del caucho”.

En su intento por “desimaginarizar”, Lacan se interesd por
diversas cuestiones que conciernen a la topologia, comenzando
por los grafos para pasar por las superficies y llegar finalmente a
los nudos. Todos estos términos participan, de una manera o de
otra, en la topologia. Pero ain queda sin respuesta una pregun-
ta mas basica: ;qué es topologia?

EL NERVIO, LA PIMIENTA Y LA SAL
Cuando Lacan presenta al toro en el Seminario IX, no deja lu-

gar a dudas de que el objeto que se dispone a estudiar proviene
de la geometria:
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Lo que queria subrayar es que el toro, hablo en el sentido geomé-
trico estricto del término, es decir que segun la definicién geomé-
trica es una superficie de revolucidn, la superficie de revolucién de
ese circulo alrededor de un eje, y lo que se engendra es una super-
ficie cerrada.

No obstante, poco después explica:

Pues, finalmente, si les ruego aqui referirse expresamente a la su-
perficie, es por las propiedades topologicas que estara en medida de
mostrarles. [...] De esas propiedades topoldgicas ustedes van a ver
el nervio, la pimientay la sal.

Pero entonces: ; puede un objeto geométrico ser estudiado topo-
légicamente? ;Qué son, en suma, las “propiedades topologicas”™?

Vamos a comenzar con una situacion sencilla; consideremos
cuatro puntos distintos en el plano, por ejemplo:

Entonces podemos preguntarnos: ;es posible unirlos dos a
dos (es decir, a cada uno de ellos con cada uno de los otros) me-
diante lineas que no se crucen entre si? La respuesta es inmedia-
ta, un simple intento alcanza para mostrar que tal cosa siempre
puede hacerse:

s Por qué decimos que esta “mostracion” es suficiente? La in-
tuicion nos dice que no importa cémo ubiquemos a los puntos,
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siempre podremos, en primer lugar, efectuar una suerte de “pa-
seo” que comience en cualquiera de ellos y recorra todos los pun-
tos sin que los trayectos se crucen, hasta volver al origen. Es lo
que se denomina un circuito simple; vale decir, un camino cerra-
do sin auto-intersecciones. El plano queda asi separado en dos
regiones, una interiory la otra exterior:

usted se encuentra

aqui ‘\ exterior

un paseo por el plano

Lo que resta es facil de adivinar: de los vértices opuestos que
aun quedan por unir, un par se conecta mediante una linea inte-
rior al cuadrildtero, y el par que falta lo hace por medio de un re-
corrido exterior. Si tres de los puntos (o los cuatro) se encuentran
alineados, la figura resultante no va a ser un cuadrilatero dema-
siado ortodoxo, aunque el razonamiento sigue valiendo siempre
que dejemos en claro qué entendemos por “vértices opuestos’

. . ™

un cuadrilatero heterodoxo

—

Unién de vértices (heterodoxamente) opuestos

Podemos darnos por satisfechos con la respuesta obtenida, y
pasara la préxima pregunta: ;qué ocurre cuando se trata de cinco
puntos? Ahora nuestros primeros intentos parecen fracasar:
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éComo unir a con b?

Y bien: a fuerza de fracasos, es nuevamente nuestra intuicion
la que nos dice que no hay manera de unir esos puntos. Segun
parece, en cualquier caso queda un par de puntos que es imposi-
ble conectar sin pasar sobre alguna linea previa.

Sin embargo, esta respuesta esta lejos de darnos las mismas
satisfacciones que obtuvimos en el caso anterior. Podemos ob-
servar que la situacién ahora es bastante diferente: cuando se tra-
ta de probar que la union es posible, alcanza con encontrar una
manera de hacerlo; en cambio, una demostracion de su imposi-
bilidad requiere un argumento que esté a salvo de todo intento
ulterior. Dicho de otra manera: ;quién nos garantiza que acaso
ensayando con la paciencia o el ingenio suficientes no habremos
de dar en alglin momento con alguna solucion mdgica? Después
de todo, cabria imaginar que existe en el plano alguna combina-
cion, algtin atajo que no hemos tomado...

Es aqui en donde comienzan a formularse los primeros es-
bozos de lo que podemos llamar una “teoria”. Desde el punto de
vista del lenguaje, la propiedad de los cinco puntos se expresa
de un modo sorprendentemente conciso: basta decir que el gra-
fo K, no es plano.

Podriamos rechazar esta tltima afirmacion alegando que no
es mas que una manera de hablar, aunque situarnos en la teoria
de grafos nos permite hacer uso de herramientas muy efectivas
a la hora de llevar a cabo ciertas demostraciones.

Es oportuno recordar que Lacan se valié de algunas ideas de
esta teoria, en especial en la primera etapa de su ensefanza, de
modo que vale la pena dedicar algunos parrafos a ella.
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Intuitivamente, un grafo consiste en una coleccion finita de
puntos y lineas, denominados respectivamente vértices y aris-
tas, de manera tal que cada arista tenga exactamente dos vérti-
ces COMO extremaos.

Todo grafo puede representarse de un modo sencillo median-
te un dibujo en el plano; no obstante, sélo se denomina grafos
planos a aquellos que pueden trazarse evitando que las lineas se
superpongan. Por ejemplo, el siguiente es un grafo plano a pesar
de que presenta un cruce,

oy

a

c d

ya que admite esta otra configuracién:

b
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Una clase particular de grafos es la de los denominados com-
pletos, en donde cada uno de los vértices se conecta con cada uno
de los otros, de modo que no se pueden agregar mas aristas. Al
grafo completo de n vértices se lo suele denotar K :

a b
[ J @ L J /\ . @
K, K, K, Ks

Ky

También se puede asignar a cada arista una orientacion, obte-
niéndose un grafo orientado o dirigido, por ejemplo:

En la definicion usual de grafo suele ponerse como condicion
que las aristas no tengan sus dos extremos iguales (es decir, que
no haya “bucles”), y que dos aristas diferentes tengan siempre al-
gun vértice diferente.

Sin embargo, a veces resulta de interés considerar grafos que
no cumplen las condiciones anteriores; son los denominados
multi-grafos, como el que presenta Lacan en el Seminario sobre
“La carta robada”™
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En este caso, hay que mencionar ademads un pequeno ardid
que lo transforma en un grafo que no es como los demas. Apare-
cen, en efecto, dos vértices que son distintos pero llevan el mis-
mo nombre. Esto no deberia hacerse, aunque Lacan se vale de
ello para expresar, en sintonia con Rimbaud: Yo es Otro. También
propone un juego, resumido en la equivoca traduccion de André
Gide delalocucion latina Numero Deus impare gaudet, en la que
un irreverente reemplazo de Dios por Dos arroja el resultado: El
numero dos se regocija de ser impar.>

Formalmente, un grafo se puede describir como una terna
G=(V,A, 9),endonde V (vértices) y A (aristas) son conjuntos
finitos, y ¢ es una funcion que hace corresponder a cada ele-
mento de A un par de elementos de V. Por ejemplo, dados

V={v,v, v, LA={a,a_ },
y la funcion ¢ definida por
¢a)={v,v,}o(a)={v, v}
se obtiene el grafo:

Vi

ai az

%] V3

Volviendo al tema, vamos a enunciar un teorema que resulta de
gran importancia en esta teoria: se trata de la llamada férmula de
Euler, que asegura que en todo grafo plano se verifica la igualdad

V+C-A=2,

en donde V es el numero de vértices, A el namero de aristasy C

5. Vale la pena mencionar una notable referencia anterior al verso de Virgilio. Se
trata, una vez mas, de Leibniz, quien recrea el regocijo divino en De Vera Propor-
tione Circuli ad Quadratum Circumscriptum in Numeris Rationalibus de 1682.
Alli muestra (aunque en realidad no demuestra) que vale la siguiente férmula,
actualmente muy conocida, en donde se produce un notable desfile de impares
que concluye en una expresion para

1-1/3+1/5-1/7+1/9 -1/ +... =1/4
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el numero de regiones (incluida la region exterior), también lla-
madas caras. En el ejemplo previo, se tiene:

+ I
o & b

A > 0O
1

Aunque la formula vale para cualquier grafo plano, no nece-
sariamente completo:

+ 1
w O W o

0> o<
"

Por otra parte, siempre se cumple que cada region esta bor-
deada como minimo por tres lados; de esta forma el niimero de
aristas “en bruto” (es decir, sin contar las repeticiones) es mayor
o igual que el triple de C. Pero, ademas, toda arista participa a lo
sumo del borde de dos regiones, de modo que en nuestra cuenta
“bruta” cada una de ellas fue contada dos veces. En consecuen-
cia, en todo grafo plano vale la relacion

3C<2A

En particular, si existiera alguna manera de unir entre si cinco
puntos mediante lineas que no se cruzan, tendriamos un grafo
plano con cinco vértices (a, b, ¢, d, e). Ademas, un rapido conteo
nos indica que en ese caso el numero de aristas debe ser 10, pues
tienen que producirse todas las uniones posibles:
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aconb aconc acond acone
b conc bcond b con e

ccond ccone

dcone

Por la férmula de Euler deducimos que

5+C—10=2
C=2+10-5=7

Ademas, de la relacion 3C < 2A se obtiene:

3.7 <2.10
21 < 20,

lo que esabsurdo. Esta contradiccion demuestra que no existe un
grafo plano de cinco vértices conectados dos a dos.

Comentario:laférmula de Euler (a menudo llamada de Euler-
Descartes) vale también para los poliedros convexos, como por
ejemplo el cubo:

v=8

C=6
A=12
8+6-12=2

En particular, dicha relacion ofrece una excelente manera de
probarun notable hecho de la geometria, conocidoya porlos grie-
gos: existen cinco (y solamente cinco) poliedros regulares, vale
decir, cuyas caras son poligonos regulares iguales. Son los deno-
minados cuerpos platonicos, el mas simple de los cuales es el te-
traedro; se trata del mismo objeto que menciona Lacan en el Se-
minario XIX ...o peor, cuando habla del triangulo de Pascal y las
monadas, diadas, triadas, tétradas, etc.
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4 vértices (mdnadas)
6 aristas (diadas)

4 caras (triadas)
4+4-6=2

No deja de ser interesante que un teorema tan profundamente
geométrico pueda demostrarse apelando a argumentos topologi-
cos. En efecto, si d es el numero de aristas concurrentes en cada
vértice, y n es el namero de lados que tiene cada cara del polie-
dro, entonces es facil verificar que:

dV=2A=n.C

A partir de alli, mediante la formula de Euler se comprueba
que solo pueden darse los siguientes casos:

d N C A \Y

3 3 4 6 4 tetraedro
3 4 6 12 8 cubo

3 5 12 30 20 dodecaedro
4 3 8 12 6 octaedro
5 3 20 30 12 icosaedro

Volviendo a los grafos completos, notemos también que el
numero de 10 aristas que hemos contabilizado para K; obedece a
una ley general, a la que Lacan también se refiere en el Semina-
rio XIX, en las secciones “pascalianas”. La pregunta es: ;cuantas
aristas tiene K,? No es dificil observar que, al igual que para el
caso n = 5, esto equivale a encontrar el valor de la suma

1+2+3+..+Nn-1
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A= artista que conecta V, con V,
(V, V. vértices)

1) A12

2) A13 A23

3) ALA,LA,

4) AL AL A, LA,

n-1) 14243+ ...+ (n-1)

Tal es larazon por la cual estos niimeros se denominan trian-
gulares; en el seminario mencionado aparece una férmula pre-
cisa que dice como calcularlos: n.(n-1)/2. Por ejemplo, paran = 5
se verifica que 5.4/2 = 10, que es el niumero que obtuvimos con-
tando caso por caso. En particular, esto permite responder a la
siguiente pregunta, casi obligada en cualquier cena concurrida:
en un brindis de n personas, ;cudl es el numero total de cho-
ques de copas?®

Vemos asi que la topologia (en particular, la teoria de grafos)
es capaz de prestarnos auxilio en los campos mas variados, des-
de la confeccidn de circuitos turisticos sobre el Pregel hasta la or-
ganizacion logistica de un brindis. Aunque ya hemos menciona-
do en el prefacio que se ocupa también de “botellas”, asi que esta
ultima aplicacion no deberia sorprendernos... Como sea, el pro-
blema no cambia mucho si reemplazamos a las copas por manos
para seguir chocandolas, pensando ahora en el uso que tiene tal
verbo en la expresion “Choque esos cinco”. Esto permite presen-
tar un contexto mucho mas apropiado para enunciar el denomi-
nado handshake principle:

6. Se cuenta que el origen historico de tan chocante costumbre tuvo lugar du-
rante la celebracion de un Seder de Pesaj que mas tarde se hizo conocido bajo
el nombre de La Ultima Cena. Entonces, si aplicamos la férmula anterior para
n = 13 podremos saber cudntas veces se han chocado las copas en tan trascen-
dental evento: 13.12/2 = 78. Cabe imaginar, de todas formas, que no se traté de
un “brindis completo” bien puede haber ocurrido que alguno de los apédstoles
(en particular Judas, siempre tan discolo) se haya mostrado reticente a chocar
su copa con uno o mas de sus condiscipulos. Siempre con dnimo matematico,
vale la pena mencionar también que la palabra Seder significa “orden”, mientras
que Pesaj (en inglés se dice Passover) proviene de “saltear”.
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En un grupo de personas, algunas de ellas se saludan entre si dan-
dose la mano. Entonces el niumero de personas que dieron la mano
un numero impar de veces debe ser par.

Por ejemplo, supongamos que Pedro y Liliana llegan a una
reunion en la que se encuentran Marcos, Horacio y Ana. Como
se trata de gente educada (y formal), dan un apretén de mano a
cada uno de los presentes. Mas tarde llegan Susanay Jorge, y el
ritual se repite. Contemos los apretones:

PIL|M|H|A|[S]|]J
P & || €€ | &
L & EE | E
M || & E |y
H || & |
A [ &€ &
S | &€ €| ENE
] ||| |E

De esta forma, en la reunion hay cuatro odds: Pedro, Liliana,
Susana y Jorge, que saludan a cinco personas cada uno. Es cla-
ro que la situacion se puede representar por medio de un grafo,
con siete vértices (P, L, M, H, A, S, ]J) conectados por aristas que
indican “apretones de mano”.
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Por tal motivo, el handshake principle se traduce a la teoria de
grafos de la siguiente forma:

En todo grafo el numero de vértices de orden impar debe ser par.

Esta propiedad se explica facilmente: dado un grafo cualquie-
ra, se define el orden o grado de un vértice (denotado deg, por
degree) como el namero de aristas que lo tienen como extremo.
Por ejemplo, en el grafo de siete vértices que representa la situa-
cion anterior se tiene’:

deg(P) = deg(L) = deg(S) = deg(]) = 5
deg(M) = deg(H) = deg(A) = 4

El handshake principle es consecuencia inmediata de la si-
guiente propiedad, cuya demostracion es muy sencilla:

En todo grafo, la suma de los érdenes de todos los vértices es igual
al doble del numero total de aristas.

Volviendo al tema, ;cudl es el sentido de estas divagaciones?
Por mas respetuosos que sean a la hora de saludar a sus pacien-
tes, o dispuestos que se muestren a sumarse a un brindis, el na-
mero de apretones de mano o choques de copas no es algo que
deberia interesar especialmente a los analistas. Sin embargo, es
oportuno recordar la advertencia de Lacan:

Todo esto no se los aporto sino como una suerte de proposicion de
ejercicios, de ejercicios mentales, de ejercicios con los cuales uste-
des deben familiarizarse si quieren encontrar a continuacion en el
toro el valor metaférico que le daré cuando vaya en cada caso, se tra-
te del obsesivo, del histérico, del perverso, hasta incluso del esqui-
zofrénico a articular la relacion del deseo y la demanda.

En suma, podemos pensar a los parrafos anteriores como una
suerte de “ejercicio mental” para introducirnos, poco a poco, en
la topologia.

7. Dicho sea de paso, se trata de un grafo no completo, pues de serlo el orden de
cada vértice deberia ser el maximo posible, es decir: 6. Podemos también pre-
guntarnos: ;es un grafo plano?
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Para concluir esta seccidn, vale la pena mencionar también
aquel parrafo del Seminario IX en donde Lacan dice:

Metafora intuitiva, pongamos geométrica. Cada uno sabe la impor-
tancia que en toda la batalla entre matematicos no hace estragos sino
en torno a elementos de esta especie. Poincaré y otros sostienen que
hay un elemento intuitivo irreductible, y toda la escuela de los axio-
maticos pretende que podamos formalizar enteramente a partir de
axiomas, de definicionesy de elementos, todo el desarrollo de las ma-
tematicas, es decir, arrancarla a toda intuicion topolégica. Felizmente
Poincaré percibe que la topologia, ahi se encuentra la esencia del ele-
mento intuitivo, y que no se puede resolver, y diriaaun mas: por fuera
de la intuicion no se puede hacer esta ciencia llamada topologia, no
se la puede comenzar a articular porque es una gran ciencia.

La alusion a Poincaré, la intuicion y aquella corriente filosofi-
ca conocida como intuicionismo hace que merezca la pena traer
una cita del matematico francés:

...es para favorecer tal intuicidon que el gedmetra tiene la necesidad
de dibujar figuras o, por lo menos, representarselas mentalmente.
Ahora bien, si desprecia las propiedades métricas o proyectivas de
estas figuras, si solo se atiene a sus propiedades puramente cuali-
tativas, solamente entonces la intuicion geométrica interviene ver-
daderamente.

De algtin modo, resulta notable que alguien haya podido en-
contrar el verdadero papel de la intuicion geométrica precisa-
mente alli, en aquella ciencia que se desentiende de la medida.

LA CALIDAD ES LO QUE IMPORTA

En las paginas precedentes hemos dicho, informalmente, que
la topologia se relaciona con el estudio de las propiedades cuali-
tativas de las figuras. Es hora de comenzar a dotar a este comen-
tario de mayor precision. El siguiente parrafo del Seminario IX
sera de utilidad para introducirnos en el asunto:

Lo que es seguro es que aparentemente es esencial; ahora que esta alli
ustedes pueden desinflar vuestro toro, como un globo, y guardarlo
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en vuestro bolsillo, ya que no pertenece a la naturaleza de este toro
ser siempre perfectamente redondo, perfectamente igual; lo que es
importante es esta estructura agujereada. Ustedes lo pueden volver
ainflar cuando tengan necesidad de hacerlo, pero puede como la pe-
quena jirafa de Juanito que hacia un nudo con su cuello...

Parece claro; hay propiedades geométricas que no “pertenecen
a la naturaleza” del toro. Al menos, no en forma tan concluyente
como la presencia de un agujero, que nos habla de algo esencial.
Ahora bien, ;qué es la esencia? En el ejemplo de los cinco puntos
hemos dado, acaso sin notarlo, con una propiedad que muestra
algan aspecto de la esencia del plano. Sin importar las compleji-
dades de su geometria, podemos decir que pertenece a la natu-
raleza del plano la propiedad de no poderse trazar en él un gra-
fo completo de cinco vértices. Cualquiera es capaz de comprobar
que eso no ocurre en el toro, en donde efectivamente es posible
encontrar “atajos” que eviten la superposicion de lineas®.

&

Un grafo térico

Esto nos muestra ya que el toro es un objeto esencialmente
distinto de un plano. Y también de una esfera. Por cierto, hay mu-
chas diferencias mas...

Otra propiedad curiosa es la del numero cromadtico, al que La-
can se refiere de la siguiente forma:

Hay grandes primeras verdades ligadas en torno a esta construcciéon
del toroy les voy a hacer evidenciar algo: sobre una esfera o sobre un

8. Enrigor, en el toro puede situarse hasta un maximo de 7 puntos. Esto no es in-
mediato, pero se verifica, con un poco de paciencia.
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plano, ustedes saben que se puede dibujar cualquier mapa, por com-
plicado que sea, denominado geografico, y que bastan cuatro colo-
res para colorear sus territorios de manera tal que impida confun-
dir a ninguno con su vecino. Si ustedes encuentran una buena de-
mostracion de esta verdad verdaderamente primera, podran apor-
tarla a quien corresponda porque se les otorgara un premio, no ha-
biendo sido hallada atn al dia de hoy la demostracion.

Esto es cierto; mejor dicho, lo era en el momento en que la
frase fue proferida. El asunto es el siguiente: dada una superficie
cualquiera, su niimero cromatico se define como el minimo nu-
mero de colores que bastan para colorear cualquier mapa sobre
ella, de modo tal que dos paises limitrofes tengan siempre colo-
res distintos. En el caso del plano, es facil ver que con tres colo-
res no alcanza, pues por ejemplo tenemos el siguiente mapa, en
el que cada una de las regiones limita con las otras tres:

A fines del siglo XIX se demostro que con cinco colores es siem-
pre suficiente; demando cierto esfuerzo, pero se logré. Entonces
surge naturalmente la duda: ;alcanzara también con cuatro?

Y aqui iban a hacer falta esfuerzos mucho mayores, hasta un
punto tal que la pregunta todavia no habia encontrado respues-
ta en 1962, que fue cuando Lacan la plante6 ante su audiencia.
El resultado, actualmente llamado teorema de los cuatro colo-
res, permanecio irresuelto por cerca de un siglo desde su formu-
laciéon hasta 1976, afio en que por fin se logré dar una demostra-
cion completa. Con todo, incluso hoy se puede asegurar que si
alguien encuentra una “buena demostracion” pasara seguramen-
te a la historia; la razén es que la parte mas sustancial de la prue-
ba de 1976, llevada a cabo por K. Appel y W. Haken, fue efectua-
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da con ayuda de una computadora. La computadora redujo todo
a un cierto numero de casos, un niumero inmenso de casos, y los
analiz6 uno por uno. No se conoce por el momento una demos-
tracién analitica.

Los mas escépticos llegan a desconfiar de la validez de la de-
mostracion (;por qué deberiamos creerle a una computadora?);
sin llegar a tanto, no es aventurado afirmar que la mayoria de los
matematicos no la ve con muy buenos ojos. De todas maneras,
es un hecho aceptado que el nimero cromatico del plano (y de
la esfera) es 4. En el toro la situacion es distinta, pues se ha obte-
nido una demostracion matematicamente irreprochable de que
su numero cromatico es 7. Algo de eso menciona Lacan:

En el toro, no es experimentalmente que lo veran ustedes, pero se de-
muestra: para resolver el mismo problema, son necesarios siete colo-
res, dicho de otro modo, sobre el toro ustedes pueden con la punta de
un lapiz definir hasta siete dominios, pero ninguno mas, siendo defi-
nido cada uno como teniendo una frontera comun con los otros. Lo
que es decirles que si tienen un poco de imaginacion, ustedes dibu-
jaran esos territorios hexagonalmente, para verlos con claridad.®

Ese 7 pertenece, pues, a la esencia del toro. Nuevamente, ha-
blamos de la esencia topologica, aquella que Poincaré descri-
biera mediante la metafora del dibujante, mencionada en la in-
troduccion:

Supongamos un modelo cualquiera y la copia de este modelo reali-
zada por un dibujante poco diestro; las proporciones estan altera-
das, las rectas, trazadas por una mano temblorosa, han sufrido im-
portantes desviaciones y presentan curvaturas malhadadas. Desde
el punto de vista de la geometria métrica, y aun desde el de la geo-
metria proyectiva, las dos figuras no son equivalentes; por el con-
trario, lo son, desde el punto de vista del Analysis Situs [...] El altera
las proporciones mas o menos groseramente, sus lineas rectas tie-
nen zigzags inquietantes, sus circulos presentan protuberancias fal-
tas de gracia. Todo ésto no tiene importancia: no perturbara en lo
mas minimo al gedmetra, ni le impedira razonar bien. Pero lo que
no debe ocurrir, es que el artista inexperto represente una curva ce-

9. El lector puede hacer el intento de abordar el ejercicio propuesto por Lacan,
aunque si aguarda al préximo capitulo podra contar con algunas herramientas
que le serviran para facilitar la tarea.
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rrada por medio de una curva abierta, tres lineas que se cortan en
un punto por medio de tres lineas que no tengan ningtin punto co-
mun, una superficie con abertura por medio de una superficie sin
abertura. En tal caso no se podria utilizar mas su figura, y el razo-
namiento se haria imposible. La intuicion no habria sido obstacu-
lizada por los defectos de dibujo que s6lo interesarian a la geome-
tria métrica o a la proyectiva; ambas se haran imposibles ya que es-
tos defectos tienen que ver con el Analysis Situs.

Para entender mejor este asunto de la “esencia”, podemos
imaginar que llevamos a cabo un sencillo experimento: le mos-
tramos un toro a una persona, y le pedimos que nos describa
sus rasgos distintivos”. En otras palabras, le pedimos que efec-
tie una suerte de identi-kit, como si en vez de un inocente toro
se tratase de un rufian de la peor calafa. No se trata de un pedi-
do de los mas frecuentes pero, una vez superada la sorpresa ini-
cial, nuestro entrevistado seguramente mencionara en primer
lugar cuestiones ligadas a las dimensiones, curvatura, simetria,
etc. Sin embargo, hay una propiedad que se destaca entre todas
de forma tal que raramente faltara a cualquier descripcion: si hay
algo que el toro sin duda tiene, es un agujero. La observacion es
trivial, pero pone en juego el aspecto fundamental de esta rama
de la matematica que intentamos explicar. Notemos que dicha
propiedad no es métrica; no depende de la nocion de distancia.
Hemos dicho ya que la topologia es una geometria “no métrica”;
una geometria cualitativa, en oposicion a otras ramas como la
geometria cldsica o la proyectiva. En ella un toro es equivalente
a esta otra figura, geométricamente muy distinta:

Lo que intentamos precisar es la nocion de “equivalencia to-
poldgica’, que dice que dos figuras son equivalentes cuando es

10. Esto es diferente del experimento de mostrarle una persona a un toro, que sue-
na mucho mas arriesgado.
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posible transformar a una en la otra mediante una deformacion,
que no implique cortes o desgarraduras.

Las propiedades que una figura preserva cuando se le aplica
cualquiera de estas deformaciones se denominan invariantes to-
poldgicos; por ejemplo, no importa como deformemos a un toro,
siempre seguira teniendo su agujero®.

Un toro deformado

La propiedad de “tener un agujero” es, en consecuencia, un in-
variante topologico. Existe una infinidad de tales invariantes; al-
gunos de ellos nos seran de utilidad en las préximas secciones.

Vamos a definir con un poco mas de rigor lo que significa “ser
equivalente”. El concepto matematico que subyace a esta idea
es el de homeomorfismo; se trata de una correspondencia que
goza de las propiedades de ser biunivoca y bicontinua. La prime-
ra de ellas no es cuestion topoldgica sino de la teoria de conjun-
tos: una funcion es biunivoca o biyectiva cuando es “uno a uno”.
Esto equivale a decir:

A cada elemento del primer conjunto corresponde uno del segun-
do, y viceversa.

® >0
¢ —> 0

1. Enalgin sentido, podemos pensar que tiene dos... aunque ese es un aspecto del
que nos ocuparemos mas adelante.
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La segunda propiedad se refiere a la continuidad, y obedece a
la idea intuitiva antes mencionada de “deformacién’, sin desga-
rraduras. En un curso elemental de andlisis matematico se sue-
le decir, para comenzar a comprender un concepto tan delicado,
que una funcién es discontinua cuando su grafica presenta al-
gun salto. La imagen no es del todo correcta, aunque al menos
resulta facil de “ver”

ik

f

Funcion discontinua en x

La definicion de continuidad surge entonces por contraposi-
cion a esta idea: basta con entender cual la exacta naturaleza del
“salto” que la funcion presenta en el punto x. Hay una nocion
que acude en nuestra ayuda, cuya utilizacion informal es hist6-
ricamente muy anterior a la topologia: la nocion de limite. En el
ejemplo anterior se ve que la funcién no tiene limite en x; vale
decir, los valores que toma no se acercan a ningin numero. En
efecto, para puntos cercanos a x situados a su derecha la funcion
se acerca a y, mientras que para valores cercanos a x situados a
su izquierda, la funcién se acercaay,. Luego, siendo y distintoa
y,, concluimos que el limite no existe®.

Un poco mas en general, se dice que una funcion cualquiera f
es continua en x si para valores cada vez mas cercanos a x la fun-
cién toma valores cada vez mas cercanos a f{(x). Ahora bien: ;qué
significa “mas cercano”? Hemos dicho que la topologia prescinde
de la métrica, de modo que debemos pensar en alguna idea que
reemplace a la de “acercarse”, y que no esté basada en la distan-

12. El corchete ] en el grafico indica que el valor de la funcion en x se calcula en este
caso sobre de la rama de la izquierda, es decir, y,. Sin embargo, la existencia o no
del limite en un punto es independiente del valor de la funcién en dicho punto.
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cia. La respuesta precisa viene dada por un concepto basico de la
topologia, el de conjunto abierto, que veremos un poco mas ade-
lante. Por el momento, es suficiente con observar que si toma-
mos cualquier segmento E centrado en f{x), existe un segmen-
to D centrado en x tal que al aplicar la funcién a cualquier pun-
to de D, se obtiene un valor que pertenece a E.

—_—>
[/ /)
Ty
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E fix

( 1]/
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Para completarla nocion de homeomorfismo, observemos que
cuando una funcion f'es biunivoca (uno a uno), existe la llama-
da funcién inversa, denotada f™, que justamente invierte el sen-
tido de las flechas:

° >0 < °
o —> 0 oS °
° °
° °
-1
f f

Si tanto fcomo su inversa f* son funciones continuas, se dice
que fes bicontinua; en tal caso fes un homeomorfismo. Este sim-
ple concepto es el que permite asir en su esencia no soélo al toro,
sino a cualquiera de los objetos topoldgicos mencionados por
Lacan. Dos espacios topologicos son equivalentes cuando entre
ellos se puede definir un homeomorfismo; desde un punto de vis-
ta intuitivo, esto quiere decir que se puede deformara cualquiera
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de ellos para obtener al otro. Esta flexible razon es la que ha pro-
vocado el hecho de que la topologia sea denominada, informal-
mente, geometria del caucho.

Para comprenderlo mejor, tomemos por ejemplo a la circun-
ferencia:

Este objeto es topologicamente equivalente a un cuadrado, por
mas que para la geometria usual se trate de cosas bien distintas.
La circunferencia se deforma de modo tal que es posible iry vol-
ver, como si estuviera hecha de caucho:

—
b

A diferencia de la geometria usual, que sélo permite efectuar
rotacionesy traslaciones (movimientos rigidos); la topologia au-
toriza una clase de transformaciones mas amplia.

Siguiendo a Poincaré, hemos situado también una especie de
“punto intermedio” entre la geometria clasica y la topologia: la
geometria proyectiva, que se desentiende de algunas cuestiones
métricas, pero no de todas. La geometria proyectiva estudia las
propiedades que las figuras conservan cuando se aplican trans-
formaciones proyectivas: intuitivamente, se trata de la nocion
de perspectiva.

Sin embargo, algunos aspectos de la métrica prevalecen, pues
un triangulo visto en perspectiva sigue siendo un triangulo, por
mas que sus dimensiones o sus angulos cambien.
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AN

De la misma manera, una circunferencia puede transformar-
se en una elipse®s:

O <

Pero un circulo jamas se va a transformar en un triangulo, por
mas generosas que sean nuestras perspectivas. Por eso, en la geo-
metria proyectiva se conservan algunas propiedades métricas. La
topologia brinda mayor libertad: con tal de que no haya cortes,
uno estd autorizado a deformar los objetos a gusto.

Estas ideas remiten a una interesante cuestion: la identidad
pensada como invariancia. En el célebre programa de Erlangen
de 1882, el matematico Félix Klein dijo que una geometria con-
siste en el conjunto de propiedades que resultan invariantes bajo
determinado grupo de transformaciones. Un poco mas adelan-
te veremos qué significa “grupo’, aunque ya podemos anticipar
que si el grupo de transformaciones es el de los movimientos ri-
gidos, obtenemos la geometria comun. Las propiedades proyec-
tivas son aquellas que se preservan cuando se aplican movimien-
tos de otro grupo, el de las transformaciones proyectivas. Y la to-
pologia estd dada por un grupo todavia mas general, el de los ho-
meomorfismos. Esto permite decir, sin temor, que por ejemplo
esto es una circunferencia:

13. Enrealidad, la circunferencia es proyectivamente equivalente también a una pa-
rabola y a una hipérbola, aunque esto es algo mas dificil de entender.
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En general, se llama “circunferencia” a cualquier curva cerra-
da simple, es decir: sin auto-intersecciones. Y esta definicién es
suficiente para dar cuenta de sus propiedades topoldgicas™.

En estasuerte de “identidad negativa”, quizas noresultaya tan
claro cuando dos objetos no son equivalentes. Si todo se defor-
ma; ;como estar seguros, por ejemplo, de que una circunferen-
cia no es lo mismo que un segmento?

Para resolver este tipo de cuestiones, vienen en nuestra ayuda
aquellas propiedades que ya hemos mencionado, los invarian-
tes. Entre otras cosas, tienen una utilidad muy especifica: sefia-
lar diferencias. Para el sencillo caso del problema anterior, veri-
ficar que una circunferencia no es lo mismo que un segmento,
debemos dejar de lado los prejuicios geométricos y empezar a
trabajar con cierta intuicion topoldgica. La diferencia no “salta
a la vista” con solo observar que una figura se curvay la otra no;
debemos buscaralgtin invariante topologico que realmente per-
mita garantizar que no existe un homeomorfismo entre ambas.
Vale la pena mencionar que entre el segmento y la circunferen-
cia existen correspondencias biunivocas; lo que no existe es una
correspondencia que ademas sea bicontinua. El asunto es bas-
tante sutil; por ejemplo, las figuras si serian equivalentes en caso
de que a la circunferencia le sacaramos primero un punto.’ Pero
esta observacion nos permite pensar por ejemplo en la conexion.

14. Unimportante resultado asegura que toda curva cerrada continua trazada sobre un
plano tiene la propiedad de dividirlo en dos regiones, una acotada y otra no acota-
da. Esto que parece una sencillez, en realidad es un teorema famoso y de compli-
cada demostracion, el teorema de Jordan. Vale para cualquier curva cerrada sim-
ple, no importa cémo sea el dibujo; la propiedad no depende de la métrica.

15. Mads precisamente, puede verse que una circunferencia sin un punto es equivalen-
te a un segmento “abierto’, es decir, que no contiene a sus extremos. La construc-
cion es sencilla; Lacan la emplea muy a menudo; por ejemplo en sus desarrollos
sobre los nudos, cuando hace equivaler la circunferencia a la recta infinita
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Una circunferencia a la que sacamos un punto cualquiera sigue
siendo un conjunto conexo; en un segmento esto no ocurre, lo
que indica que las figuras no pueden ser equivalentes:

conexo

conexo

Vale la pena aclarar que esta identidad topologica responde a
lo que es una equivalencia en términos logicos. Por empezar, si
podemos decir que hay un homeomorfismo entre un cuadrado
y una circunferencia, es porque existe un “ida y vuelta”; eso nos
da cierta nocion de simetria. Si A es equivalente a B, entonces B
es equivalente a A.

Otra propiedad es la reflexividad, que en este caso es practi-
camente trivial. Se parece al famoso poema de Gertrude Stein,
aunque no vale sélo para las rosas: cualquier objeto es equivalen-
te a si mismo. El homeomorfismo que nos permite efectuar esta
tonta observacion es la llamada funcién identidad, una opera-
cion tan sencilla que consiste en no mover nada.

Y la tercera propiedad es la transitividad: si un cuadrado es equi-
valente a una circunferencia, y una circunferencia a una elipse, en-
tonces la transitividad permite asegurar que el cuadrado es equiva-
lente a la elipse. Si Ay B son homeomorfos y también lo son By C,
entonces debe existir un homeomorfismo entre Ay C.
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SiA=By B=C, entonces A=C

Para concluir esta primera parte, vamos a precisar un poco mas
la nocién de topologia como teoria matematica. Al respecto, cabe
decir que se basa en una tinica idea primitiva, que es la de conjunto
abierto; eso es suficiente para definir el concepto de continuidad.

En la topologia usual, es facil pensar la nocién de abierto a
partir del concepto de entorno: un conjunto A es entorno de un
punto x si existe alguna “bola” centrada en x enteramente con-
tenida en A. En tal situacion, se dice también que x es un pun-
to interior de A.

'''''

La definicion de “bola” es la esperable: una bola (abierta) de
radio r centrada en x es el conjunto de todos los puntos que se
encuentran a distancia menor que r de x. Esto no deja de ser una
definicién métrica, pues apela a la distancia, aunque resulta efi-
caz; siempre hay tiempo para encontrar otras definiciones equi-
valentes que no hablen de bolas y radios.

Pero lo mas importante es que la nocién de entorno permite
definir al conjunto abierto, simplemente, como aquel que es en-
torno de todos sus puntos. En otras palabras, A es abierto si to-
dos sus puntos son interiores. Es facil ver que se cumplen las si-
guientes propiedades:
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1. El vacio es abierto, asi como todo el espacio.

2. Si Ay Bson abiertos, también lo es su interseccion.

3. Dadauna familia cualquiera de conjuntos abiertos, launién
de todos ellos es un abierto.

La nociones de entorno y punto interior permiten definir al-
gunas otras cuestiones utiles. Por un lado, un punto x que per-
tenece a A pero no es interior, se denomina punto frontera. Pero
puede haber otros puntos frontera que estén fuera de A: intui-
tivamente, se trata de puntos que estan “pegados” al conjunto,
aunque no dentro de él: cualquier bola centrada en ellos contie-
ne elementos de A y también elementos fuera de A.

Por eso, la definicién en realidad es mas precisa: se denomina
punto frontera de un conjunto A a todo punto que no es interiora
Ay tampoco es interior al complemento de A. Dicho de otra for-
ma, no estd enteramente dentro de A ni tampoco enteramente
afuera. El conjunto de puntos frontera se llama frontera de A.

Punto Frontera

El paso siguiente, mucho mas abstracto, consiste en decir que
una topologia para un conjunto X consiste en cualquier familia
de subconjuntos de X (Ilamados “abiertos”) que satisfaga las pro-
piedades1), 2) y 3). Esto ya no depende en absoluto del hecho de
que exista una métrica. El conjunto X provisto de una familia con
tales propiedades se denomina espacio topoldgico.

Finalmente, mencionemos que un homeomorfismo entre dos
espacios X e Y es una funcion biyectiva f:X— Y que preserva la
estructura topologica: los abiertos de X se transforman en abier-
tos de Y, y viceversa.
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